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離散時間の無限期間動学モデルにおける局所的安定性
西 村 和 雄?
1. は じ め に
二部門成長モデルの最適解が，周期性をもった
り，カオス的振る舞いをし得ることは，ベンハビ
ブと西村（1985），ボールドリンとモントルッチ
ヨ（1986）の論文などで指摘されていた。
最近では，さらに外部性のような市場に不完全
性のあるモデルで，内生的変動や均衡の不決定性
が証明されている。循環や不決定性を分析する二
部門モデルの多くの論文においては，資本財が一
期使用されると消滅するという仮定をおく。資本
財が一部分のみ減価償却されるモデルではバイエ
ル，西村と矢野（1998）が，線形の効用関数とコ
ブ・ダグラス生産関数を仮定し，定常解における
オイラー方程式の特性方程式の解を具体的に求め
ることで，その動学的性質を分析した。
また，ベンハビブと西村（1998）は，連続時間
の外部性のあるモデルで，定常解が局所的に全安
定となり，近傍で同じ初期値から出発する無数の
均衡経路が存在するための十分条件を求めている。
離散時間のモデルでは，ベンハビブ，西村とベ
ンディッティ（2002）は，それを一期で資本財が
消滅するケースについて，コブ・ダグラス型生産
関数のケースについて分析している。本論文では，
それを資本財が部分的に減価償却する場合に一般
化して，定常解の局所的安定性をもたらす条件を
求める。最初に，コブ・ダグラス型生産関数で得
られている結果を紹介し，CES生産関数の場合
についても報告する。
2. コブ・ダグラス型のモデル
代表的個人の効用関数は線形であるとするすな
わち，????＝?。生産物は消費財?，投資財?
であるとする。それぞれの財はコブーダグラス関
数で生産されている。
?＝??????,?＝??????
ここで，??と??は資本財投入量，??と??
は労働投入量で，?と?は外部効果を表す。しか
も，外部効果を含めて，各生産関数は１次同次で
あるとする。?と?は，?＝?????,?＝?????
の形をし，α?＋α?＋??＋??＝β?＋β?＋??＋??＝1
をみたす。また，??,??,??,??? 0である。総労
働量は１で，??＋??＝1，総資本量は，??＋??
＝?をみたす。次に減価償却率をμとすると，
純投資量は??＝????－?1－μ???となる。ただし，
μ∈?0,1?である。最大化問題は，??を所与とす
ると，次のように与えられる。
max
???????????????
∑
??
?
ρ?????? ⑴
?.?.??＝??????
1＝??＋??
??＝??＋??
??＝????－?1－μ???
定義1. ?＝??????,?＝??????を私的
見 地 か ら の 生 産 関 数 と よ ぶ。ま た，?＝
?????????,?＝?????????を社会的見地か
らの生産関数とよぶ。
改頁
＊ 京都大学経済研究所所長
資本集約度はコブーダグラス関数の指数で表現
できる。もし，β?β?＞?＜?α?α?ならば，投資財
（消費財）部門は私的見地から資本集約的である。
もし，?β?＋????β?＋??＞?＜??α?＋????α?＋??
であれば，投資財（消費財）部門は社会的見地か
ら資本集約的である。
外部効果の流列，???????,???????を所与とし
てラグランジュ関数
??＝ρ???????＋ρ??????????－???＋ρω??1
－??－???
＋ρω????－???－????＋ρ?????＋?1－μ????
－????? ⑵
を用いて，消費財の極大量を求める。任意の???,
???に対して，???,??,??,???に関する一階
の条件を求める。すると，???,????,???の関数と
して，?????,????,???,?????,????,???,?????,
????,???,?????,????,???が求まる。それを消費
財の生産関数に代入すると，
????,????,??,???＝??????,????,?????????,
????,?????
となる。
オイラー方程式は
????,????,??,???＋ρ??????,????,????,?????
＝0 ⑶
となり，次の横断性条件をみたすものが解となる。
lim
????
ρ?????,????,??,???＝0
いま???????を解とする。もし，???????，???????
がすべての?について，均衡条件である次の式を
みたすとする。
??＝??????,????,???????????,????,??????⑷
??＝??????,????,???????????,????,??????⑸
そのとき，⑷と⑸を??と??について解くこと
で，???,????の関数??＝????,????と??＝
????,????が得られる。その上でオイラー方程
式を考慮する。
定常解を??＝????＝??,??＝??＝μ??をみ
たす??とする。
定理1. 定常解??は次のように与えられる。
??＝ α?β?1－ρ?1－μ???????????????????β?α?1－ρ?1－μ??＋?α?β?－α?β?ρμ?
?
?
ρβ???????1－ρ?1－μ?
?
?
?????
次に ?????,?????≡ ?????,????,????,?????,
????,?????for?＝ 1,2とおくと，オイラー方程
式を定常解で線形近似して，次の特性方程式が得
られる。
ρ??????,?????＋????????,???＋ρ??????,???
＋?????,???＝0 ⑹
これから，特性解を求める。
定理2. 特性解は
??＝ α?1－ρ?1－μ??＋ρ?1－μ??α?β?－α?β???????????????????ρ?α?β?－α?β?
??＝ α?＋??－β?－??????????????????????????α?＋???1－ρ?1－μ??＋ρ?1－μ??α?＋α?－β?－??
である。
??の値は外部性によって変わるが，??の値は
外部性によらない。この定理の結果を分析するな
ら，均衡の局所的動学に関して，ベンハビブ，西
村とベンディッティ（2002）やバイエル，西村と
矢野（1998）で与えられてきた結果をさらに一般
化することができる。
??と??の絶対値が共に1より小さいすなわち
局所的に全安定であるケースは，??に十分近い
初期値??に対しては，無数の均衡経路があり，
そのそれぞれが??に収束する。われわれは，こ
れを定常解で均衡が局所不決定であるとよぶこと
にする。
まず，投資財が私的見地から労働集約的である
と仮定する。
仮定. α?β?－α?β?＞0
次の補題でθ≡ρ?1－μ?＞0とおく。
補題1. ⅰ）もし，?θ＋ρ??α?β?－α?β?＞α?1
－θ?＞θ?α?β?－α?β?ならば－1＜??＜0とな
る。
ⅱ）もし，α?1－θ?＜θ?α?β?－α?β?ならば 0
＜??＜1となる。
先ず，投資財が社会的見地から資本集約的であ
る場合の結果をのべる。
定理3. α?＋??＞β?＋??とする。そのとき，
次の条件下の下で，均衡は定常解の近傍で局所的
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に不決定である。
α?β?－α?β??????α? ＞
1－θ????θ＋ρ
次に，投資財が社会的見地から労働集約的な場
合の結果をあげよう。
定理4. いま，α?＋??＜β?＋??とする。この
とき，次の条件の下で，均衡は定常解の近傍で局
所不決定となる。
α?β?－α?β??????α? ＞
1－θ????θ＋ρ か つ α?＋??＞ ?1＋θ?
β?＋??????2
3. 今後の研究のために
前節の生産関数の場合をCES生産関数に一般
化することも可能である。今，消費財と資本財の
生産関数を，外部効果を??と??として，
?＝ ?α?????＋α?????＋???????,?＝ ?β?????
＋β????－??????
で置き換える。ただし，ρ＞－1,??＝?????
＋?????,??＝?????＋?????そして??,???0,
?＝ 1,2,である。α??＝α?＋??,β??＝β?＋??とす
ると，真の生産関数は，
?＝?α?????＋α?????????および?＝?β??????
＋β??????????
となる。我々は，α?＋α??＝1,β??＋β??＝1を仮定
する。すると，最大化問題は，
max
???????????????
∑
??
?
δ??α???＋α???＋??????
?.?. ??＝?β???＋β???＋??????
1＝??＋??
??＝??＋??
??＝????－?1－μ???
??,???????,???????所与
と置き換えられる。このモデルにおける定常解で
の特性方程式の特性解は，
???ρ,μ,δ?＝ ?1－μ?＋??
?
?
δβ????1－θ
?
?
?????
?
?
?
β???β?
?
?
????
－??
α???α?
?
?
????
?
?
?
??
???ρ,μ,δ?＝ ??
δβ????1－θ
?
?
???? β????
β??
?
?
α????α??
?
?
α???α?
?
?
????－ β
????
β??
?
?
β???β?
?
?
????
?
?
?θ
?
?
δβ????1－θ
?
?
???? β????β?
?
?
α????α??
?
?
α???α?
?
?
????－β
????
β??
?
?
β???β?
?
?
????
?－δ
?
?
??
となる。この解の絶対値と1の大小を調べること
で，全安定，鞍点，全不安定の条件が求まる。
CES生産関数の場合や，一般の生産関数の場
合については，今後，さらに具体的な条件と結果
を発表していく予定である。
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